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Presque tout est indécidable !

Grace aux notions probabilistes, les logiciens démontrent
que l'incomplétude de Gidel est beaucoup plus grave
et incontournable que tout ce que I'on pouvait craindre.

Jean-Paul DELAHAYE

'incomplétude est l'incapacité,

découverte etdémontrée par

Kurt Godel, de concevoir un

systeme mathématique qui

capte toutes les vérités ma-
thématiques. Le hasard est lincapacité, que
chacun a expérimentée, de prévoir ce qui
vaarriver. Quels sontles liens entre ces deux
concepts centraux de la philosophie et de la
science moderne ?

Acette question, les logiciens proposent
aujourd’huitrois faisceaux de réponses. Cha-
cun d'eux suggere des idées en opposition
avec la conception traditionnelle des mathé-
matiques comme science dont les connais-
sances s'acquiérent par la démonstration.

Raisonnable,
donc troué!

Découvert en 1930, le théoreme d’'incom-
plétude de Godel affirme qu'en définissant
de fagon raisonnable ce que sont les preuves
mathématiques, alors certaines vérités
mathématiques échappent nécessairement
aces preuves.

Le mot «raisonnable » correspond a
trois exigences. D’abord, on ne souhaite pas
que les preuves conduisent a démontrer des
affirmations contradictoires. Ensuite, on veut
que les preuves permettent de démontrer
les énoncés élémentaires vrais de l'arith-
métique, par exemple que 25 est un carré,
ou qu'il existe une infinité de nombres pre-
miers. Enfin, si quelqu’un utilise cette défi-
nition des preuves pour démontrer un
théoréme, on exige que la preuve soit véri-
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fiable sansrisque d'erreur et d'une maniére
automatique. Ainsi, « raisonnable > pourun
systeme de preuves signifie consistant, per-
mettant de mener les raisonnements darith-
métique élémentaire et mécanisable.

Lincomplétude démontrée par Godel
est avant tout une déception: elle affirme
qu’avec une notion raisonnable de preuve
mathématique, certaines vérités mathé-
matiques ne pourront pas étre prouvées:
tout systéme raisonnable de preuves pos-
séde des trous. A y regarder de prés, I'in-
complétude de Godel affirme un peu plus
que la présence d’un trou dans tout sys-
téme de preuves imaginables, elle affirme
une «incomplétabilité ».

Le premier lien entre incomplétude et
les probabilités que nous mentionnons pré-
cisejustement cette «incomplétabilité ». Une
conséquence directe du théoreme de Godel
estquen ajoutant des vérités comme axiomes
alaide d’'unalgorithme —quiéventuellement
en ajoute progressivement une infinité —
jamais on ne compléte vraiment. Méme aprés
I’ajout, par un algorithme, d’une infinité
d’axiomes a un systéme de preuves incom-
plet,le nouveau systéme de preuves obtenu,
bien que plus complet, ne le sera pas totale-
ment:il existera encore des énoncés mathé-
matiques vrais quine seront pas démontrables
avec la notion élargie de preuves.

Que se passe-t-il silon ajoute des axiomes
au systéme que I'on veut compléter en uti-
lisant le hasard ? Le hasard permettrait-il
de compléter totalement ? Concrétement,
I'idée est d'utiliser des algorithmes probabi-
listes, c'est-a-dire des procédés de calcul qui,
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de temps en temps, décident de 'opération
a effectuer en tirant au hasard un bit O ou 1,
enlangantune piece de monnaie parexemple.
La réponse a cette question subtile a
été brillamment élucidée par Leonid Levin
(c’était le sujet de cette rubrique en
mai 2007). L. Levin a montré que méme
en utilisant un algorithme probabiliste, on
ne réussit jamais a compléter un systéme
raisonnable de preuves. Cest notre premiére
lecon sur les rapports du hasard et de I'in-
complétude: le hasard ne permet pas de
boucher le trou de 'incomplétude.

Le hasard n’aidera pas
a compléter

Dans l'esprit de L. Levin, ce résultat d’in-
complétabilité possede une forme éten-
due. Pour lui, aucun systéme physique (méme
s'il fonctionne durant un temps infini) ne
pourra compléter un systéme raisonnable
de preuves: soit il donnera des contradic-
tions, soitil laissera des trous. L. Levin conjec-
ture un principe d’'indépendance entre la
physique et le monde mathématique s’ap-
puyant sur une loi de conservation de I'in-
formation : aucun procédé physique ne
crée delinformation avec suffisamment def-
ficacité pour compléter un systéme incom-
plet. Pourlui, cette loi est aussi fondamentale
que d’'autres lois de conservation de la phy-
sique. Les arguments de L. Levin sont irré-
futables dans le cas des algorithmes
probabilistes, car ce sont des démonstra-
tions mathématiques; dans le cas plus géné-
ral des procédés physiques quelconques,

Pour la Science - n° 375 - Janvier 2009

(c)2007 Charles F. Cooper Used with permission



(c)2007 Charles F. Cooper Used with permission

pls_375_p000_000_delahaye.qgxd_ata_02_12.gxd

5 TR

EEE =

A1

David Hilbert révait de
trouver un systéme complet
d'axiomes dont on pourrait
établir de maniére simple
qu'il était non contradictoire
et qui permettrait

de développer toutes

les mathématiques.

Per Martin-Lof, en formulant
une définition rigoureuse de
la notion de suite aléatoire
infinie, permet une
compréhension approfondie
des liens entre probabilités et
indécidabilité.

Raymond Smullyan tire
des principes

de la démonstration

de Godel un ensemble

de problémes paradoxaux

qui en aident

la compréhension

et contribuent a populariser

le résultat et sa démonstration.

Paul Cohen démontre
l'indépendance de I'axiome
du choix et de I'hypothese
du continu au sein de la
puissante théorie des
ensembles : I'indécidabilité
concerne donc cette théorie
centrale des mathématiques.

Gregory Chaitin, en
définissant le nombre
Omega — dont une théorie
mathématique ne peut
connaitre qu'un nombre fini
de chiffres —, produit un
concentré d'indécidabilité
déconcertant.
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Kurt Godel démontre en 1931
que tout systéme assez
puissant pour faire des
mathématiques

intéressantes et non
contradictoires est incomplet :
certaines affirmations
mathématiques vraies n'y sont
pas démontrables.

Yuri Matyasevich, en
montrant I'indécidabilité

du dixieme probléme de Hilbert
concernant les équations
polynomiales diophantiennes,
permet la formulation
d'équations arithmétiques —
complexes —indécidables.

1 A

Andrei Kolmogorov
propose une définition
mathématique de la notion
de complexité qui s'applique
en physique et qui est donc
touchée par l'indécidabilité :
celle-ci est importante,

y compris dans les sciences
de la nature.

Robert Solovay

aggrave encore le résultat de
G. Chaitin en produisant une
variante du nombre Oméga
dont aucun chiffre n'est
connaissable par l'utilisation
de la théorie usuelle des
ensembles.

Alan Turing, grace

a son travail sur la notion
d'algorithmes, permet

de mieux comprendre

le théoréme d'incomplétude
et de réaliser qu'il concerne

un grand nombre de problémes
de programmation

(et donc d'informatique).

Jeff Paris et Leo Harrington
ont formulé un énoncé
d'arithmétique ne provenant
pas de la logique et
indécidable dans
I'arithmétique élémentaire :
ainsi, I'indécidabilité touche
les parties les plus basiques
des mathématiques.

TF iR g 3

Leonid Levin établit,

entre autres, que l'utilisation
du hasard dans

les démonstrations ne
permettra pas de contourner
I'indécidabilité et conjecture
qu'il en va de méme de tout
mécanisme physique.

Cristian Calude établit
diverses formes fortes

du théoréme de Godel qui
en éclairent la nature et

qui signifient que presque
tout énoncé est indécidable.
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P our Leonid Levin, I'incapacité d’un systéme rai-
sonnable de preuves a démontrer tout ce qui
est vrai (théoréme d’incomplétude de Godel) ne
peut étre réparée ni par l'utilisation du hasard
(méthode des algorithmes probabilistes) ni par I'uti-
lisation d’un mécanisme physique et cela méme
si on le faisait fonctionner indéfiniment.

Aucune machine, aussi étrange et complexe qu’elle soit, ne peut engen-
drer des formules qu’on ajouterait comme axiomes et qui a I'infini fourni-
rait un systéme complet pour les mathématiques. L. Levin pense qu’a cause
d’un principe de conservation de I'information, de telles machines ne peu-
vent pas exister, comme il ne peut pas exister de mouvement perpétuel a
cause du principe de conservation de I'énergie.

ces conjectures intéressantes n'ont sans doute pas
étéassez étudiéesjusqu’a présent etaucun philosophe,
ama connaissance, ne les aanalysées ou commentées.
Ces arguments montrent que la limitation énoncée par
le théoréme de Godel est plus grave qu'une simple limi-
tation des systemes de preuves: elle résulte d’un gouffre
définitivement infranchissable entre le monde abstrait
des mathématiques et celui de la physique.

La premiére réponse a notre interrogation est nette
etnégative :le hasard ne permet pas de combler le trou
de 'incomplétude. La suite va confirmer la gravité, sou-
ventinsoupgonnée ou niée, de I'incomplétude logique
découverte par Godel.

LA PROBABILITE POUR QU’UNE FORMULE VRAIE

de longueur n tirée au hasard soit indécidable tend
vers 1 quand n tend vers l'infini: a I'infini,

toutes les formules sont indécidables.

La deuxiéme fagon d’envisager la question des rap-
ports entre incomplétude et probabilités est de se
demander si'incomplétude, finalement, ne serait pas
un phénomeéne logique de peu d’'importance du fait
qu’elle ne concernerait que des énoncés «rares » ou
quisurviennent avec une probabilité négligeable quand
on les choisit «au hasard ».

Un systeme raisonnable de preuves étant fixé (par
exemple l'arithmétique élémentaire de Peano ou la théo-
rie des ensembles de Zermelo-FraenkeI], tombe-t-on
fréquemment sur des indécidables ? Doit-on au contraire
dire qu’ils sont rares ? Ces questions peuvent-elles
recevoir une signification mathématique précise, par
exemple a I'aide de formulations probabilistes ?

Cristian Calude, de I'Université d’Auckland en Nou-
velle-Zélande, quis'intéresse depuis longtemps a ce pro-
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bléme avec quelques collégues, a suyapporter plusieurs
réponses. Celles-civont toutes dansle sens contraire de
ce que nous désirions: un systéeme S raisonnable de
preuves étant fixé, alors une formule vraie y sera bien
plus souvent indécidable que démontrable dans S.lly a
pire: l'indécidabilité, avec le systeme S, est quasi cer-
taine dans I'ensemble infini des formules vraies !

La premiere série de résultats que C. Calude a obte-
nue avec Helmut Jirgensen, de I'Université d'Ontario au
Canada, et M. Zimand, de I'Université de Townson aux
Etats-Unis, a été mise au point et publiée en 1994. Elle
signifie que pour tout systéme raisonnable de preuves
et pourtoute notion topologique « d'ensemble rare » adap-
tée aux considérations et aux objets de la logique, I'en-
semble des formules vraies prouvables estun ensemble
«rare > dans 'ensemble des formules vraies. Lindéci-
dabilité est la régle majoritaire dans I'ensemble infini
des formules vraies; avec tout systéme raisonnable de
preuves, les formules vraies démontrables sont une
proportion négligeable des formules vraies. lessentiel de
ce qui est vrai estinaccessible. Non seulement tout sys-
téme raisonnable de preuves est troué, mais topologi-
quement, un tel systéme n'est qu’un immense trou !

Linterprétation de cette découverte est incompa-
tible avec I'idée que les mathématiciens se font de leur
science. Le raisonnement mathématique permet certes
de lierles vérités mathématiques — des axiomes (admis),
ontire d’autres vérités (démontrées) grace autravail de
déduction —, mais les liens entre « peu d’hypotheses
posées » et « beaucoup des vérités prouvées » sont
ténus et partiels. Les mathématiciens sont fiers de leurs
démonstrations, car ils croient quelles sont puissantes
etgénérales et quelles constituent la méthode d’acces
privilégiée aux vérités du monde abstrait. Le résultat sur
la rareté des formules vraies démontrables indique que
cette puissance estillusoire : al'infini, les liens créés par
le raisonnement mathématique sont d’'une extréme inef-
ficacité. Parmiles formules vraies qu'on aimerait capter
dansunsystéme de preuves, toutes, sauf une partie infi-
nitésimale d’entre elles, sont indécidables. Le raison-
nement mathématique n’établit pratiquement aucune
déduction, sa puissance est une impression trom-
peuse résultant peut-étre de ce que notre intérét se limite
au tout début de la liste infinie des formules vraies.

Le raisonnement n'est qu'une méthode limitée ne
résolvant qu’'une partie dérisoire du probléme ! Les
résultats de 1994 expriment une impuissance défini-
tive duraisonnement mathématique. Notons que cette
impuissance est démontrée par un raisonnement
mathématique..., ce qui est un petit paradoxe !

Bien sdr, on peut répliquer que ce qui intéresse le
mathématicien, ce ne sont pas tous les énoncés vrais,
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mais uniquement certains d'entre eux bien particuliers,
etquen conséquence, larareté topologique des énoncés
démontrables n'est peut-étre pas vraiment un handicap.

Une autre fagon d’'analyser le résultat sur la rareté
des énoncés démontrables est de le voir comme la confir-
mation de la philosophie défendue par Gédel lui-méme:
faire des mathématiques, ce n'est pas seulement faire
fonctionner le raisonnement a partir d’axiomes fixés
une fois pourtoutes, mais c’est aussi rechercher de nou-
veauxaxiomes. Cette conception gédélienne des mathé-
matiques comme quéte de nouveaux énoncés a accepter
sans preuve a été récemment illustrée par les travaux
sur I'hypothése du continu (voir cette rubrique en
aoit 2008). A propos de ce probleme, le travail du mathé-
maticien aboutit & proposer I'adjonction de nouveaux
axiomes a ceux traditionnellement considérés pour la
théorie des ensembles. Le développement de la méthode
expérimentale en mathématiques illustre aussi cette
idée qu'il est utile d'envisager d’autres voies d’accés a
la vérité que celle de la démonstration.

e physicien Freeman Dyson, de I Institute for

Advanced Studies de Princeton, a cotoyé Kurt
Godel pendant des années. Il est persuadé que
I'indécidabilité est un phénomeéne courant en
mathématiques et que bien des énoncés simples
et compréhensibles par tous sont indécidables.
Il en propose un.

«Nous savons grace a Kurt Godel qu'il existe
des énoncés mathématiques vrais qui ne peuvent
pas étre démontrés. J’aimerais obtenir un peu
mieux. Je voudrais un énoncé vrai, non démon-
trable et suffisamment simple pour étre compris
par les non-mathématiciens. Je vais en proposer
un. Les nombres qui sont des puissances de deux
sont 2, 4, 8, 16, 32, 64, 128, etc. Les nombres
qui sont des puissances de cing sont: 5, 25,
125,625, etc. Un nombre étant donné, par exemple
131072 (qui est une puissance de deux), son
nombre inversé 270131 s’obtient en prenant ses
chiffres dans I'ordre inverse.

J'affirme que jamais le nombre inversé d’une
puissance de deux n’est une puissance de cing.
Les chiffres d’une puissance de deux assez grande
semblent se présenter aléatoirement sans qu’au-
cun ordre n’y soit détectable. S’il se trouvait
que le nombre renversé d’une puissance de deux
soit une puissance de cing, cela serait pure-
ment accidentel. Les chances pour que cela se
produise avec une puissance de deux supérieure
a un milliard sont inférieures a une chance sur

Une seconde série de résultats de C. Calude et H. Jir-
gensen (publiée en 2005) apporte un éclairage nou-
veau sur I'indécidabilité topologique de 1994 et vient
la renforcer. Cette fois, la forte probabilité de I'incom-
plétude devient formulable en quelques mots simples,
en méme temps qu’une explication profonde du phé-
nomene est proposée. C. Calude et H. Jiirgensen ont
donné un sens et une démonstration a I'idée avancée
par Gregory Chaitin des 1974 que I'incomplétude, dans
certains cas, est la conséquence de la complexité.

La longueur d'un énoncé mathématique £ est le nombre
de signes qu'il faut pour I'écrire : ainsi 'énoncé mathé-
matique 1 + 6 = 7 est de longueur 5. La complexité de
Kolmogorov K(£] d’un énoncé mathématique € est le
nombre de signes du plus petit programme qui réalise
limpression de £: ainsi la complexité de Kolmogorov de

3. Freeman Dyson, collegue physicien de Gddel...

e 2 un milliard. La probabilité

4 4 pour que cela survienne est

g g donc au total inférieure a un

16 61 milliardiéme. C’est pour cela

32 23 que je crois que mon affir-

64 46 mation est vraie. Mais I'hy-

128 821 pothese que les chiffres dans une puissance de
256 652 deux surviennent au hasard implique que Iaffir-
512 els mation est indémontrable. Toute preuve devrait
1024 4201 se fonder sur une propriété déterminée des chiffres.
2048 8402 Laffirmation est vraie uniquement par chance et
4096 6904 elle ne peut pas étre démontrée parce qu’il n’y a
8192 2918 pas de raisons mathématiques a cela. »

16384 48361 L’énoncé de Dyson est peut-&tre vrai et
32768 86723 indécidable — par exemple dans le systéme de la
65536 63556 théorie des ensembles —mais les séduisants argu-
131072 200131 ments heuristiques qu’il propose n’établissent
262144 441262 ni que I'énoncé est vrai ni qu'il s’agit d’un indé-
524288 882425 cidable: il s’agit juste d’une intuition argumentée.
1048576 6758401 Drautres affirmations mathématiques (nommées
2087152 2517802 conjectures) sont jugées probables sans qu’on
4194304 4034914 puisse les démontrer, ni démontrer qu’elles sont
8388608 8068838 indécidables dans un systeme précis, et des mil-
16777216 61277761 liers d’affirmations sont dans cette situation. Plu-
33554432 23445533 sieurs livres de mathématiques en font des
67108864 46880176 listes (par exemple Richard Guy : Unsolved Pro-
134217728 8eeeieast — plemsin Number Theory, Springer, 2004 ; V. Klee
268435456 654534862 et S.Wagon, Old and new Unsolved Problems in
536870912 219078635 Plane Geometry and Number Theory, Math. Assoc.
1073741824 4281473701

of America, 1996).
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J incomplétude se
manifeste parfois
avec une force inouie.
/' C’estle cas avec le nom-
/ bre Oméga (Q) de Gregory
Chaitin. Ce nombre est défini
comme la probabilité qu’un pro-
gramme tiré au hasard s’arréte.
Pour tirer un programme au hasard, on
procede de la maniére suivante: on convient d’écrire les pro-
grammes en base 2 (par exemple en utilisant un codage binaire
des caractéres). Le tirage au hasard d’'un programme consiste a
choisir a pile ou face avec une piéce non truquée des « 0 » et des
«1» jusqu’a avoir un programme complet, et ensuite a le faire
fonctionner. Cela fixe une procédure précise permettant I'éva-
luation de Q et cette procédure ne comporte aucune ambiguité.

Lorsque le langage de programmation et la convention de
notation évoquée sont choisis, Q est un étre mathématique comme
log(2) ou 7. Puisque © est une probabilité, il est compris entre
0 et 1 et posséde donc un développement binaire infini
Q=0a4a,...4a,.

La suite des chiffres de Q est normale au sens de Borel:
la fréquence avec laquelle on rencontre 0 ou 1 est 1/2, la fré-
quence avec laquelle on rencontre la séquence 00 (ou 01, ou
10 0u 11) est 1/4, et plus généralement la fréquence avec laquelle
on rencontre une séquence déterminée de 0 et de 1 de lon-
gueur k est 1/2¥,

Le nombre Q est transcendant (il n’est solution d’aucune
équation polynomiale a coefficients entiers).

Le nombre Q est non calculable: aucun algorithme ne peut
en égrainer les chiffres un a un.
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4. Un concentré d’'indécidabilité

Le nombre Q estaléatoire au sens de Per Martin-Lof (voir le fexte).

Le nombre Q possede des chiffres qui, sauf pour un nombre
fini d’entre eux, sont indécidables dans le sens suivant. Un sys-
téme raisonnable de preuves peut déterminer certains chiffres
de Q, c’est-a-dire démontrer des énoncés du type «a, = 1» ou
«a;=0», mais un systéme raisonnable de preuves ne démon-
trera qu’un nombre fini d’énoncés de ce type. Pour presque tous
les chiffres a,de €, 'énoncé vrai qui indique sa valeur (par exemple
a,,75 = 1) échappe a la théorie: elle ne le démontre pas, ni ne
démontre sa négation; pourtant Q est défini de maniére parfai-
tement précise et donc il est vrai que: soit a,= 0, soit ;= 1. Un
systeme raisonnable de preuves ne peut quasiment rien savoir
des chiffres de Q, qui, de maniére définitive, sont pour lui incon-
naissables (sauf pour une quantité finie d’entre eux).

Le nombre Q de Chaitin est un cauchemar pour un esprit
rationnel : il est « gravement indécidable », mais il existe des
nombres Oméga qui sont pires. Associé a chaque systeme de
preuves, le mathématicien Robert Solovay en a défini un qui est
«le plusindécidable possible », on I'appelle le nombre € de Solo-
vay. Son «inconnaissabilité » estabsolue, car le systeme Sauquel
il est associé ne permet de connaitre aucun chiffre de ce
nombre. Dit autrement, tous les énoncés sans exception du type
«a;= k» concernant les chiffres binaires de ce nombre sont des
indécidables du systeme concerné.

Pour les 60 ans de G. Chaitin, la médaille en haut & gauche
a 6té gravée par ses amis. La premigre citation est Omne uno
implicitur quod non attingitur ipsum, le «0» de «uno» est
remplacé par «Q»: «Tout est dans Q, mais Q n’est pas attei-
gnable». La seconde citation est Fortuita eveniunt vera mathe-
maticae, soit « Les vérités mathématiques sont en réalité
tortueuses ».

lasuite 010101...01 (01 répété 100 fois, donc
de longueur 200] est le nombre de signes,
dans le langage de programmation donné, de
Finstruction « Imprimer 100 fois 01 ». C. Calude
et H. Jlirgensen mesurent la complexité
d’'un énoncé mathématique £ parla différence
d(£) =K(&) - longueur(£). Les énoncés
dont la d-complexité est négative sont rela-
tivement simples, seuls ceux ayant une
d-complexité positive sont complexes. Cette
nouvelle mesure de complexité d'une formule
ne remet pas en cause l'intérét de K(€) qui,
a bien des égards, reste plus naturelle, mais
elle est la bonne fagon de dire d'une formule
qu'elle estvraiment complexe. Précisons que
la complexité d(€) est souvent petite com-
parée a K(€), mais que cela n'empéche pas
d(€) d’etre parfois trés grande et de dépas-
ser n'importe quel nombre fixé a 'avance.
Cette complexité conduit a la démonstration
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duremarquable résultat suivant:un systéeme
raisonnable de preuves ne peut démontrer
que des énoncés £ dont la complexité d(€)
estinférieure a une constante k (dépendant
du systéme en question).

Ditautrement, toutes les formules trop
complexes au sens de d sontindécidables.
Lindécidabilité est donc conséquence de
la complexité quand elle est mesurée pard.
Lorigine de I'indécidabilité, sa cause pro-
fonde, serait une trop grande complexité,
affirmation qui n’est peut-étre pas sur-
prenante, mais qu’il est remarquable
d’avoir formulé et démontré avec préci-
sion. Dés qu’un systéme raisonnable de
preuves est fixé, la limite de son pouvoir
de démonstration est aussitot fixée par
une constante k qui mesure le maximum
de la complexité des formules que le
systeme démontrera. Cela ne signifie pas

— O

que le systeme ne démontrera qu’un
nombre fini de formules (c’est faux en
général) ni d’ailleurs que toutes les for-
mules vraies de complexité inférieure
ak seront démontrables (certains indé-
cidables sont assez simples), mais cela
signifie que d(&) ne sera jamais grand si
€ est démontrable.

Il résulte alors assez simplement de
ce résultat mentionnant d que sil'on note
P(n) la proportion de formules de lon-
gueur n, vraies et démontrables dans un
systeme raisonnable de preuves fixé S,
alors P(n) tend vers 0 quand n tend vers
linfini. En d’autres termes: une formule
vraie prise au hasard parmi les formules
de longueur n a une probabilité P(n) d'étre
démontrable qui devient nulle quand n tend
vers I'infini. A l'infini, toutes les formules
vraies sont indécidables !
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Cette seconde série de rapports entre
probabilités et incomplétude aggrave ce
que Gddel et L. Levin indiquaient sur la dif-
ficulté d’acces a la vérité mathématique.
Les résultats et conceptions de L. Levin
impliquent que le monde des vérités
mathématiques est inaccessible depuis
notre monde réel, soumis aux lois de la
physique quine nous permettront jamais
autre chose que l'utilisation de systemes
gravement incomplets et impossibles a
compléter. Les résultats découverts par
C. Calude et ses collegues signifient, de
plus, que ces systémes incomplets dont
nous sommes obligés de nous satisfaire
ne donnent accés, dans chaque cas par-
ticulier, qu’a une partie infinitésimale du
monde mathématique !

Letroisieme lien entre 'incomplétude et les
probabilités est que tout ce qui est aléatoire
est « essentiellement indécidable ».

Quelques précisions sont nécessaires
pour donner un sens a cette affirmation.
La notion de suite infinie aléatoire a été défi-
nie de maniere précise grace a la théorie de
la calculabilité par Per Martin-Lof en 1966.
Une suite binaire infinie (xg, X,,...X,,...) est
aléatoire si,achaque fois que I'on considére
la complexité de Kolmogorov des n premiers
éléments de la suite, celle-civaut environn,
autrement dit si aucun début de la suite
n'est compressible.

Voici maintenant le rapport entre ces
suites aléatoires au sens de Martin-Lof et
I'incomplétude. On suppose donné un
systéme raisonnable de preuves S (par
exemple celui de la théorie des ensembles
ou celui de I'arithmétique élémentaire). Lors-
qu'une suite (x ] est aléatoire au sens de
Martin-Ldf, alors deux cas sont possibles:

—ou bien la suite (x_) ne peut pas étre
définie dans S, et alors bien sr on ne peut
rien prouver dans S concernant (x_] puis-
qu’on ne peut méme pas en parler! (ce
cas n'est pas trés intéressant, mais il ne
faut pas l'oublier !].
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—oubienlasuite (x_) peuty étre définie,
ce qui est le cas par exemple des chiffres
du nombre Oméga de G. Chaitin et alors,
comme G. Chaitin I'a montré pour Oméga et
C.Calude dansuncas plus général, le nombre
de chiffres de la suite (x_ ] que S permet de
connaitre est fini, autrement dit: (x ] est
essentiellement indécidable (voirl'encadré 4).

Si'un procédé physique engendre une
suite aléatoire (et en mécanique quantique
on pense que de tels procédés existent)
alorsilengendre de 'indécidable. Parailleurs,
toutes les suites aléatoires qu'on peut défi-
nir en mathématiques avec précision (le
nombre Oméga de G. Chaitin est une de
ces suites] constituent des monstres
d’indécidabilité.

Robert Solovay a d'ailleurs découvertune
sorte de résultat ultime au sujet de I'indéci-
dabilité des suites aléatoires. Son extraordi-
naire théoréme indique qu’a tout systéme
raisonnable de preuves S donné, est asso-
cié un nombre aléatoire Oméga(S), définis-
sable dans S, mais tel que tous les énoncés
de la forme «le n-igme chiffre de Oméga(S)
est 0» sontindécidables dans S. Ce nombre
bien présent dans S et que S peut désigner
estnéanmoins totalementinaccessible dans
le détail, parles moyens de preuves de S puis-
qu’aucun de ses chiffres n'est connu de S:
dans ce nombre Oméga de Solovay, I'incom-
plétude et le hasard se rejoignent sous une
forme extréme et absolue.

Le hasard et I'incomplétude sont deux
formes différentes de l'ignorance forcée
que la science moderne a d( admettre et
qu'elle essaie de comprendre. Leurs liens
sont puissants, nombreux et subtils. A
chaque fois qu’on arrive a éluciderun de ces
liens—etles trois liens que nous avons men-
tionnés ne sont peut-étre pas les seuls pos-
sibles —, on découvre des formes renforcées
du résultat de Godel de 1930.

Levieuxthéoreme d’'incomplétude, loin
de décrire un innocent phénoméne ne
concernant les mathématiques que de
loin comme cela a parfois été dit, se révéle,
année aprés année, plus profond, plus grave
et plus fondamental, en méme temps qu'’il
nous force a revoir nos idées sur la nature
réelle des mathématiques et de leurs rap-
ports avec la physique.

— O
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