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golf Lindner

FREGES zwe ensio r Logik—Kalkiil 8 der Sicht
angthematisch-kybernetischer dufgaben

ginigar

I.

Folgt man den Auffassungen der logik-Schulen sus den sratan
Jahrzehnten unseres Jahrhunderts (vgl. z. B, /8, 2/), 80 hat
man unter einem Kalkil /X*,4,5,7/ eine Strakiur zu verstehen,
in der X* die von einem endlichen Alphabet X erzeugte £ r a i o
Ealbgruppe, SCASTY die S atz -~ bowm Aus -
drucksmenge und P:A>PA ein Ableitungs -
bzw. Polgerungsbegriff sind. Dabei verlangt aan, daB P die Ax-
iome eines Hi l lenoperators sowle den End -
lichkeitssatsz erfiillt, d.h., es gilt fir jedes
1, ,€4 und jedes HE 4i: YEP(1); aus Yey, folgt F 1}:3(1:1}-
P (P(I)) S F(¥); zu HEF(Y) existiert ein L,EY mit |I KN,
und HEE{IE}. Schlieflich wird die Ab g e s chloes e n-
beit der Satzmenge S gegenilber F gefordert,
d.h. P(5)esS.

In Abhingigkeit davon, ob F unter verwendung einer Semantik
flir die Ausdriicke aus A oder mit rein syniakiischen Hitteln
definiert wird, spricht man von einem 2 e 3 a1 tischsn
BZW. 8 yntak+tisehen PFolgerungs— bzw. Abledtungs—
a deaf 1=

n bezig-

begriff. Desgleichen wird S sesantisc
Dier g genannt, wenn e die Henge der Tautologie

n-
en 8iner zewihlten Semantik is®; s heiBt dahingegen 8 ¥y =

o
E T

,ﬁ
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taktisch definiertae Eat;.,,nsﬂ’

wenn 5 = PlAx) gilt, wobel Axc A eine Menge von Axiomen gpg

? ein syotaktischer Ableitungsbegriff sind.

ils Beispiel eines Eszlkile im Sinne dieser Aoffassungem ang-
lysieren wir den Elassischen zwelwerti.-
gen Aussgagenkalk@l. Wir verwenden das 4i-
phaket I ?{;,l”ﬁ?q.ﬂ,{ }_]( und definieren die foa-
dracksmenge ASX* gals kleinste Menge, fiur die {pi f11%a;

j~jraca md {(}-4-fs,v,»,<94-2-[)} 4 gllt. Die Satzaengs
3 definieren wir semantisch; zu diesea Zwecke wihlsm wir als

Interpretaticnen Punktionen f : A— {5,1}  dis durch l1hre Wer-

e auf p - {Jj" und die Bedingungen f£(~ H) =3¢ non(£(8)),
£((Byn B;)) =, ot(2(2,),2(8,)), 2((8, vE,)) = ;. vel(£(E,),
{r{E-i:lrIEEEJJ ﬁiﬂ.deutig fimrt ﬂ-iﬂ-li, :E_:.lﬂ man anter non,

o, vel, seq, 43 die bekannten BOOLBochen Punkticnen e ga-
tiom®, "Iomjunktion”, "Alternative”, "Implikation”, "igquiva-
leng® verstent,

Jedem Ansdrucky Ee

deasen denge V., der Anssagenvorisblen iz
einer Kenge 7 = {F| 1

msinhalt el 1 -
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yeeeyD| I} (ohne Eesschrénkung der Allge-
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1s4 - {.L..J snthalten iat, wird nun eins
BOGIEscha ?uﬁ:tmn {eitne Wasg r hes

* 1 onj
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itswertfank=

‘.fg sindeutig zugeordnet, wean man fur jede Interpre
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M cf(a), o0 bat 2an einen semantischen Folgerungsoperator de

figiert, und unser Quadrupel /X™,A,F,S/ mit s nz {E: Bed um

Hg 4 ist eln Kalkill mit s
EH 2 } emantiach definierter Satzmenge,

per Wert von Logik-Ealkiilen fiir grundlaganthnﬂrutiuﬁhn Unter-
suchungen von mathematischen Theorien nach ihrer Entscheidbar-
keit, Axiomatlsierbarkeit wusw. ist heute unbestritten. Vor
weniger als 100 Jahren bedurfte es noch groBer Uberzeugunga-
kraft des Fioniers der formalen Logik, gG. FREGE, um Uberhaupt
das Anliegen mathemstisch-logischer Studien begreiflich zu ma-

chen.
Wir zitieren aus /4/:

"Das Verhiltnis meiner Begriffsschrift zu der Sprache des Le-
bens glaube ich am deutlichsten machen zu kinnen, wenn ioch es
mit dem des Wikroskops zum 1uga vergleiche. Das Letztere hat
durch den Umfang seiner Anwendbarkelt, durch die Beweglichkeit,
2it der es sich den verschiedendsten Umstinden anzuac egen
weiss, eine grosse Uberlegenheit vor dem Mikroskop. Als opti-
scher Apparat betrachtet, zeigt es freilich viele Unvollkommen-
helten, die nur in Polge seiner innigen Verbindung mit dem gei-
atigen Leben gewdhnlich unbeachtet bleiben. Sobald aber wissen-
schaftliche Zwecke grosse Anforderungen an die Schérfe der Un-
terscheidung stellen, zeigt sich das Auge als ugfnnﬂsand- Das
Kikroskop hingegen ist gerade solchen Zwecken auf das vollkom-
menste angepaset, aber eben dadurch flir alle anderen unbrauch-

S0 iat 4 in fiir bestimmte wissenschaftli-
8t diese Begriffsschrift ein e okt deshull Yer:

che Zwecke ersonnenes Hilfamittel,

urtheilen darf, weil es fir andere nichts taugt. Wenn ale die-

sen Zwecken einigermassen entspricht, so moge man immerhin %::'

¥ahrheiten in meiner Schrift vermissen. Ich wirde ninh.dl;ﬁ

2it dem Bewusstsein trdaten, dass auch eine iuit.rhildun;rulr

Lethode die Wissenschaft férdert, Hélt ee dooh B .1§lu! 1.§¢ht

vorziiglicher ein kittel zu erfinden, durch *'lnh..qnd ;lh!n

g:f en werden kann, als Einzelnes zu ‘ntd'ﬂki%' der neueren
ch slle grossen wissenschaftlichen Portschrit :hﬁﬂl habt."”

feit ihren Ursprung in einer Verbesserung der Me &e



II.

Mit dem Beginn mathematischer Analysen der Strukturen und yep.
haltensweisen informationsverarbeitender Systeme wurde der An=
wendung von Logik-Kalkiilen ein weiteres Gebiet, die sogenannte
Schaltalgebra, erschlossen. 5o erwles slch 2.B. der oben gn-
gegebene klassische zweiwertlge Aussagenkalkll als eln geeig-
netes Hilfsmittel zur strukturellen Beschreibung von diskreten
kombinatorischen G a t ter - (Impule-)Schaltuyn
g e n. Unter derartigen Sohaltungen versteht man Bolche, die
aus elementaren Gattern zur Reallsierung BOOLEscher Punktionen
bestehen, welche nach bestimmten Vorschriften miteinander ver-
bunden sind und BOOLEsche Funktionen zeltinveriant realisieren.
(Wir echlieBen der Einfachheit halber dabel die Identitdt aus.)
Jede Gatterschaltung J mit k zweiwertigen EingHngen und einem
Zweiwertigen Ausgang kann aleso hinsichtlich ihrer Verhaltens-

welse mit einer BOOLEschen Funktion j’r =fﬂﬂ} k‘ﬂ’l[_ﬂ"ﬂ 4deniia
fizlert werden.
Legt man eine wohlbeetimmte

Kostenfunktilonk tir
ﬂﬂ.ttﬂrﬂﬂhﬂ,ltungan fhﬂt,

indem man z.B. k(¥) = o % 11“{1

Kosten des i-ten Elementargatters Gi und .11

die Anzeh]  dep Knoten, die mit diesem Gatter belegt sind, i

bezelchnen, 8o kann man zi einer Funktion i Ubergehen, die
Jeder BOOILEschen Funktion ¥ den Wert i { fr} “ng minf.r-rf?/:ll

'j‘.a_f- Er} “uordnet, fgllp Uberhaupt ein T in den Elementargat~
tern ﬂ‘l’“"un existiert, fur g4
tlon fixiert BlBc dig

Batzt, wo .-'.‘i die

ao .‘f’a‘ =i gilt. Diese Funk-

bindepthkon ten einer Reallslerung ven ¥

Uber Vorgegebensn G,l posa gl
sl L
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gan TUT jedes CGatter G =it k_ Einginger
I‘E:ﬂ' 9, | = &y 80 Zest, duz j*?;" : ¢inen Acsdraook
By ;-:‘ E {G o B, f'}-,.- g1l%, 80 wird jeder
ﬂch-lﬂ"‘ng Uoer 1:----:-4-113 auf kanonipchs Veiss ein Ansdrue)
= £
Aurch gubstitution der Tellausdrilcke H
H | = k und Ve - 1?7+ =1By 20 zugeordnet,
488 |7y fu T gilt und usgekshrt. Von einea der-
dru‘-ﬂk HE -:ﬁﬂ-'r " g - i
artigen AuB A 1 dann, 4af er 7 strukturell reprisen-
tiere. B0 reprasentiert z.E. der Ausdruck
Aml(pltvpll Ja~(plvplll })

dis gatterschaliung aid Skizze 1.

)
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Skizze 1

Ein wesentlicheg Anlliegen der Schaltalgebra war e8 nun, mit

den Uitteln des pussagenkalkille zu yor gegebenen BOOLEschen

Funktionen y und Gattern G,l,...,t}n auf mtglichet effektive

Weise, d.h. insbesondere unter Umg
die eine BnhaltuDETﬁBET

(7)) wenig von

ehung simpler Durchmuste-

rungen, Ausdricke H zu finden,

[u‘!""'ﬂnl reprisentieren, deren Kosten K

K (%) abweichen (man vgl. etwa /3.
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Sohsltalgebra fiir lange Zeit beherraschends Aufgabe
e klirung im Stand der Realisierungstechnik: Noch
::ﬁ::ni:: j:hran war man geswungen, BElementargatter durch
Schaltungen aus Eingelbauteilen (Elektronenrthren, Halbleiter,
Eondensatoren, Widerstinde, Verbindungsleitungen) standardi-
asiert zu realisieren. Eine Verringerung der Anzahl von Elemen-
targattern in Schaltungen bel gleichzelitiger Beibehaltung der
Funktionsweise hatte daher in der Tat nachhaltigen Einflul auf

«Kosten, Raumbedarf, Technologie u.a.m..
Fir das Verstiéndnis der heute von der "Schaltalgebra" zu lisen-

den Frobleme ist es wichtig zu wissen, daB es der Stand der Mi-

kroelektronik inzwischen erlaubt, auf "Platten" in mm- bis , m-

Bereich durch bestimmte Technologien, wie z.B. Aufdampfen von

Schichten, Frésen von Kanilen 8tc., verachiedenartige physika-

lische Effekte, wie @ twa wachselseitige p- und n-Ubergiinge, In-

duktionen, kapazitive “opplungen u.a.m., auszunutzen und auf
diese Weiae hichstkomplizierte BOOLEsche Punktionen zu reali-
aieren. Die Kosten derartiger Schaltungen werden im Gegen-
satz zur klassischen Rihren- oder

Trunaisturﬂchulhung nicht
mebhr durch die elgentiiche Herstel

lung, d.h. w,a. darch Angahl
dar

und die Kompliziertheit der jewodils
rkn Lipi'un.gan )
T bestimmt,

Dahar entecheidet der

Elnmantarbuuataina

erneut zy fertigenden Ve

sondern in erster Linie
durch den Entyuy

#utﬂmutiaiarungﬂgrud desa Entwarfes von
Kl
nuchaltungan woaentiiop liber den ﬂﬂﬂﬂmtﬂufWEnﬂ.

die bekannten Praktiken guswelaen \

» 18% aver ggy Antell "manueller! Arbeit
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efanrangen des EFrojerteacte. P et
K = - PeL der Snehe 3o
wE-LE Dach puemed
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Zeo Anorinonges 3 Sehichten. Fgeres
= EEn, Nesrder €Te, g {iz)

getfizzs.

fwar izt olcht E_*;-HEEEEE, Ob und EzL. werm &sm vem Mersan e
sebive-ompovikationers Selm Frntwmre Von Mikroscngs :Eﬂ:- e
slner vollen L*;':&m:;aler;.:.g dseTgerer Lomr, doch =ird wiy aze
SesesD 2lcher, 4aS es dnreop “hiermuchorces EScneirisch orien-
tlerver Kalriile nfglich seir E0Llilte, Terfarrarm - Tioden, dig
$8 erlzuten, mebrers dey E€herntern Sohritre S.gorittmiaen gz

eLerrecTer

Iv.

Blebt =an von Sebensacniichkeiten gb ond yerwendet die beksno-
e Cprechwelise der Grephentheorie, 20 stellt man fest, dad G.
THLGE dls zwelwertige kuzseagenlogik formglisierte, indem er
81# sirachliche Gebilde alle ond zar die endlichen gerichteten
L e zwelwertigen G r a p b e n verwandts, die in
Wohlbestisater weise belegt sind. Die Zwelwertigieit disser
“rapher soll neifen, dag in jeden Enoten hichstens zwel Een-

Y1 einsiinden; g1s bausférmiger Greph hat jedes dieser Gebil-
4 oits endlicne enge von Eingangsksnten und gensa eine Aus-

4
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mﬁ yird ein derertiger Beus B, fnfes jeds Pio
O Jisteatig sar size Varisbls mus p- {1 ozt 1o pin

.’Ll'i'llll vyor zweimertigen Incten jeweils eindeutiz suf dig
: ?-'-{r,ﬂ (*pramizse”, sZonrlnsion®) sbgetlliet merdens Dis

etetion £ eines beleglen Eenmes B wird bel FEECGE vorge-

pomsen, ixden den Eingangeveristlen Verrneitewerte muz {0,1],

Enoten die Funkiion eeg zigeordnet wird. Der tert f{E) dicess

mmmwﬂmfmmwamnw
zeseive Substitution der Zwischenwerte in die machfolgenden
Furirtionen pestimmt, wobel die Funktion seq(Zx, yEg) Buf den Zari~

scherwert X, dee jeweiligen P-Vorgénzers und den Zwischenwert

z, dez E~Torgingers in dieser Beibenfolge anzuwenden ist.
Jurdohet msg der Eindruck entstehen, sls Dabe €5 DOT anterge=
erinete Bedeutung, 4sf die von PHEGE gewzhltie Formelisleruly
der hussegerlogik von dez in I) wiedergegebensn (*linearen®)
Ealktiivegriff gbweicht, doch zeigt bereits eln vergleich Ei%
I11), 4as FEZCEs Aupdricke direkt sls benmférmige Declaliunges
in den Elementarpgettiern Gy o W G'qu auf gefadt werden ECrmED.
Einer Beibe von Untersuchungen der Schaltalgebra Uber serentiset
quivelente Usformungen von

paunfdreigeld schsal
*ungen iet deher echon mit den usfengreichen Foroelsass"

lungen FELGEs /5/ welit vorgegriffen worden, obne die entBsres
chsnde Eeschtung zu finden.

Bo det z.E. der hugdrunk

gl vpll Jamiplupig ))

Zum huplruck gus Skizze = semantisch Hguivalent.
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.mthuim der BOOLEschen Funktionen anzugeben. Disge Auf
verlangt insbesondere, neus, den Problemen angepaSte Kompli.
siertheitsmale fiir BOOLEsche Funktionen su analysieren,

Mit LUsungen dieser und dEhnlicher dufgaben wiirde unseres Er-
achtens PREGEe Erbe zeitgemiB angetreten.
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