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NOTES DES MEMBRES ET CORRESPONDANTS
ET NOTES PRESENTEES OU TRANSMISES PAR LEURS SOINS

LOGIQUE MATHEMATIQUE. — Une construction grammaticale des codages de Gédel.
Note (*) de Cristian Calude, présentée par M. André Lichnerowicz.

On présente une méthode « grammaticale » de construction des codages de Godel pour I’'ensemble
des langages récursivement énumérables définies sur X [abrégé, % (X)] et pour les ensembles des
relations et des semi-fonctions récursives définies sur X*,

Let X and Y be two finite, disjoint and non-empty sets, V=X UY and P a finite subset of
V* YV* X V¥, Let W be a function from & (X) (the set of recursively enumerable languages on X)
to V¥. The system (X, Y, W, P) is called a universal grammar if any language L e ¥ (X) is
generated by the type 0 grammar (X, Y, W (L), P). A universal grammar is obtained, which induces
Gédel numberings for ¥ (X) and for the sets of recursive relations and functions defined on X*.

Soit X un ensemble fini et non vide; X* est le monoide libre engendré par X, avec e
le mot nul.

Toutes les grammaires qui apparaissent dans la suite sont des grammaires de type 0
au sens de Chomsky (') et elles ont X comme alphabet terminal. Toutes les grammaires
universelles qui seront utilisées, sont définies pour & (X).

THEOREME 1. — Il existe un codage de Godel pour I'ensemble des grammaires.

Indication de démonstration. — On utilise la méthode de Gédel, c’est-a-dire on emploie
d’une maniére systématique la suite des nombres premiers.

Soient Y un ensemble fini, non vide et disjoint de X, V=XuUuY et P une
partie finie du produit V* YV*xV* Soit w une application de % (X) dans V*.
Le systéme (X, Y, w, P) est une grammaire universelle si chaque langage L €. (X)
est engendré par la grammaire (X, Y, w (L), P).

THFEOREME 2 (en collaboration avec G. Paun). — Il existe une grammaire universelle.

Esquisse de démonstration. — Posons Z =X 0 {S, U, W}etY={A, B, C, D,E,
F,H,R,S, T, U W} uXx{1,2, ...,9}. P est formé par les régles suivantes (leur
application se fait dans le méme ordre) :

C—BT;Tx—>xT,(xeZU{D,E});TDx—(x,2)D (x, 1),(x € Z); ¥ (x, 2) = (x,2) ,
(x€Z, yeZU{D,E}); B(x,2)—(x,3)B, (xe€Z); y(x,3)—(x,3)y, (x,yeZ);
x(x,3) = (4, xeZ); (,D—=@NED»D, (hyed); x( 35— 5x
(reZ, xeZU{D,E}); B(3,5—(,6B, (yeZ); x(»3,6)—,60x, (x,yeZ);
x.Hyy 60— (x4, xyeZ);, (x, DEy—-ux"7DE(y 9, (x yeZ); (x 1)
»D—=x 7y, &xyeZd);, D T7—Dx, (xeZ); x,Ny—0 8 W 9,
(x,y€2); x(»,8)— (8 x, 3eZ, xcZU {D,E B}); (x,9 (38 —(,8 (x,9),
x,yeZ)l (6, ) (», ) -y (x, 4, (x,yeZ); (x,1) ED — (x, 7) RED, (x € Z);
(x, ) D >RxD, (xeZ); (x, 9 R > Rx, (xeZ); xR—Rx, (xeZu {D, E});
BR{ — RC; [x, Y R — ¢, (xeZ); Ax — xA, (xeX); AC —» H; Hx — H,
(xeZu {D,E}); HF —e.

On peut montrer que le systéme défini ci-dessus est une grammaire universelle.
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CORROLAIRE. — Toute grammaire universelle induit un codage de Gédel pour & (X).

Démonstration, — A chaque entier positif #» on associe le langage L, engendré par la
grammaire (X, Y, a (n), P), ol a est une bijection récursive primitive définie sur ’ensemble
des entiers positifs 4 valeurs dans V* (?).

TutorEME 3. — Toute grammaire universelle induit un codage de Gédel pour
I’ensemble des relations récursives définies sur X*, |

Démonstration. — Considérons les fonctions récursives f : (X¥)* —» X*, g, h : X* — X*
telles que f(g(2),h(@) =2z g(fx,y)=x eth (f(x,y) =y (®). A tout entier
positif n on associe la relation dont le graphe est ’ensemble ¢, = { (g (x), A (x))/xe L, }.
Le théoréme est une conséquence de la caractérisation des relations récursives (*).

Un codage de Godel ¢ pour I’ensemble des semi-fonctions récursives est optimal au
sens de Schnorr (%) si tout autre codage peut étre obtenu de ¢ utilisant une fonction linéai-
rement bornée.

THEOREME 4. — Toute grammaire universelle induit un codage de Gddel optimal pour
I’ensemble des semi-fonctions récursives définies sur X*.

Démonstration. — Si ’ensemble ¢, défini ci-dessus est le graphe d’une semi-fonction f,
alors on associe & P’entier positif n la semi-fonction f; dans le cas contraire, on lui associe
I'identit¢ de X*. En vertu du théoréme du graphe (°), la semi-fonction f est récursive,
donc, en tenant compte de I’esquisse de démonstration du théoréme 2, on déduit que
le codage construit est optimal.

(*) Séance du 3 janvier 1977,

() A. SaLomaa, Formal Languages, Academic Press, New York, 1973, p. 15.

(*) S. EiLeneirG et C. C. ELGOT, Recursiveness, Academic Press, New York, 1970, p. 32.
(°) W. BRAINERD et L. LANDWERBER, Theory of Computation, John-Wiley, 1974, p. 74.
(*y Voir (®») p. 40. \

(®*) C. P. ScBNORR, Math. Systems Theory., 4, 1975, p. 183.

(8) Voir (%) p. 65.
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