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NOTES DES MEMBRES ET CORRESPONDANTS
ET NOTES PRÉSENTÉES OU TRANSMISES PAR LEURS SOINS

LOGIQUE MATHÉMATIQUE. — Une construction grammaticale des codages de Godel.

Note (*) de Cristian Calude, présentée par M. André Lichnerowicz.

On présente une méthode « grammaticale » de construction des codages de Godel pour l'ensemble
des langages récursivement énumérables définies sur X [abrégé, L (X)] et pour les ensembles des
relations et des semi-fonctions récursives définies sur X*.

Let X and Y be two finite, disjoint and non-empty sets, V = X u Y and P a finite subset of
V* YV* x V*. Let W be a function from L (X) (the set of recursively enumerable languages on X)
to V*. The system (X, Y, W, P) is called a universal grammar if any language Le L (X) is
generated by the type 0 grammar (X, Y, W (L), P). A universal grammar is obtained, which induces
Godel numberings for L (X) and for the sets of recursive relations and functions defined on X*.

Soit X un ensemble fini et non vide; X* est le monoïde libre engendré par X, avec e
le mot nul.

Toutes les grammaires qui apparaissent dans la suite sont des grammaires de type 0
au sens de Chomsky (1) et elles ont X comme alphabet terminal. Toutes les grammaires
universelles qui seront utilisées, sont définies pour L (X).

THÉORÈME 1. — Il existe un codage de Godel pour l'ensemble des grammaires.
Indication de démonstration. — On utilise la méthode de Godel, c'est-à-dire on emploie

d'une manière systématique la suite des nombres premiers.
Soient Y un ensemble fini, non vide et disjoint de X, V = XuY et P une

partie finie du produit V*YV*xV*. Soit w une application de L (X) dans V*.
Le système (X, Y, w, P) est une grammaire universelle si chaque langage L G L (X)
est engendré par la grammaire (X, Y, w (L), P).

THÉORÈME 2 (en collaboration avec G. Paun). — Il existe une grammaire universelle.

Esquisse de démonstration. — Posons Z = X u { S, U, W } et Y = { A, B, C, D, E,
F, H, R, S, T, U, W } u Xx { 1, 2, ..., 9 }. P est formé par les règles suivantes (leur
application se fait dans le même ordre) :

On peut montrer que le système défini ci-dessus est une grammaire universelle.
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CORROLAIRE. — Toute grammaire universelle induit un codage de Godel pour L (X).

Démonstration, — A chaque entier positif n on associe le langage Ln engendré par la
grammaire (X, Y, a (n), P), où a est une bijection récursive primitive définie sur l'ensemble
des entiers positifs à valeurs dans V* (2).

THÉORÈME 3. — Toute grammaire universelle induit un codage de Godel pour
l'ensemble des relations récursives définies sur X*.

Démonstration. — Considérons les fonctions récursives f : (X*)
2

X*, g, h : X* —>X*
telles que f(g(z), h (z)) = z, g(f(x, y)) = x et h (f(x, y)) = y (3). A tout entier
positif n on associe la relation dont le graphe est l'ensemble tn = { (g (x), h (x))/x e Ln }.
Le théorème est une conséquence de la caractérisation des relations récursives (4).
Un codage de Godel c pour l'ensemble des semi-fonctions récursives est optimal au

sens de Schnorr ( 5) si tout autre codage peut être obtenu de c utilisant une fonction linéai-
rement bornée.

THÉORÈME 4. — Toute grammaire universelle induit un codage de Godel optimal pour
l'ensemble des semi-fonctions récursives définies sur X*.

Démonstration. — Si l'ensemble tn défini ci-dessus est le graphe d'une semi-fonction f,
alors on associe à l'entier positif n la semi-fonction f; dans le cas contraire, on lui associe
l'identité de X*. En vertu du théorème du graphe (6), la semi-fonction f est récursive,
donc, en tenant compte de l'esquisse de démonstration du théorème 2, on déduit que
le codage construit est optimal.

(*) Séance du 3 janvier 1977.
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